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有限および微小変形有限要素解析による粘土の

定ひずみ速度圧密試験のシミュレーション

Large and Small Strain FE Analyses of CRS Consolidation Tests of Soft Marine Clays 

清水正喜 Masayoshi SH凹 lZU (鳥取大学工学部)

定ひずみ速度圧密試験の結果から用いた試料の構成関係を求める現行の方法は，微小変形の仮

定を設けて立てられた支配方程式の理論解に基づいている.微小変形の仮定の影響を調べるた

めに，微小変形の仮定を設けたときと設けないときの挙動を有限要素解析を通して比較した.

有限変形解析時に見られる挙動は微小変形解析では再現することができないこと，従って微小

変形理論に基づいて決定される試料の構成関係はその試料の真の構成関係とは異なったもので

ある可能性がある，ことを指摘した，
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L 序論 ン)結果に対して結果の整理法を適用して，求められ

た構成関係と仮定した構成関係とを比較する.この方

通常の定ひずみ速度j王密試験では鉛直荷重，鉛直変 1去によって，代表的な結果の整理法である Wissa等の

伎9 底面問機水圧を測定する.これらのデータを解析 方法 3)の妥当性を検討した匂ちなみに，この整理法は，

することによって圧縮ゅ圧密特性すなわち試料の構成 わが国の地盤工学会 4)や米国の材料学会 (ASTM)の基

濁係を決定することができる. (以後，構成関係を決定 準日)の基礎になっている.

するための方法を結果の整理法と呼ぶ) 数値シミコレーションのためには，実際の土をどの

定ひずみ速度圧密試験にはいくつかの欠点がある. ようにモデル化するか，また定ひずみ速度圧密試験を

どの結果の整混法も支配方程式の理論解に基づいてい どのように解析するか，が重要な問題である.前者の

るので，支配方程式の定式化に際して設けられた仮定 問題ではモデルの構成関係がで、きるだけ実際の土の挙

の影響を含むこどになるーさらに，結果の整理法自体 動を表現できる方が好ましい.後者の問題では定ひず

にも幾uコかの仮定が設けられているので，やはり，そ み速度庄密試験時の試料の変形が微小ではなく有限で

の影響を受けることになる e あることを考慮する必要があり 9 有限要素解析は有限

しかし 9 試料の真の構成関係は未知であるから， m 変形理論に基づいてffわれるべきである.有限ひずみ
いた結果の整理法の妥当性を評イ析することは困難にな の重要性は特に軟弱な粘土に対して影響が大であると

る.結果の整理法の妥当性を評価する一つの方法とし 予想、できる.

て，著者 2)は次の方法を採用した:構成関係を仮定し これまでに多くの結果の整理法が提案されているが

たモデ、ノレに対して数値解析によって定ひずみ速度圧密 3)， 6)ー10)，その中で最も普及している Wissaらの方法 3)

試験を行し、(即ち，定ひずみ速度圧密試験の数値シミ は微小変形理論に基礎を置いている.

ュレーションを行い)，得られた試験(シミュレーショ 本研究の目的は，微小変形の仮定を設けて定ひずみ

*本論文は先に発表した論文1)の内容を一部加筆 a修正したものである.
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速度圧密試験時の挙動を理論的または数値的に予測ま 支配方程式の導出と有限要素解析のための定式化は

たは理解するときの，その仮定の影響を調べることで 清水 11)に詳述しているので，ここでは，導かれた式の

ある.この目的のために，微小変形有限要素解析と有 みを示す.尚，有限要素解析のための定式化は重み付

限変形有限要素解析によって数値シミュレーションを き残差法によった.

行い，挙動を比較した.土の構成モデソレとして，圧密 1次元変形問題を扱う，即ち，水粒子および土粒子

係数Cyと体積圧縮係数myが一定のモデル， Cyは一定で は鉛直方向にのみ運動すると仮定する.ある時刻!(τ) 

あるがIllvは一定でないもの，および Cyもmyも一定で における任意の粒子の位置を，空間に国定した点から

ないものの3種類の構成モデルを設定した. の鉛直下向きの距離(1;)で測る.図 1に， t=tに己=z

本論文では，はじめにシミュレーションの方法と結 および z+litにある 2個の土粒子が τ=t'(=t+ot)に乙=z'

果を示す.次に微小変形の仮定の下で得られたシミュ および z'+L¥z'にそれぞれ移動したときの様子を模式的

レーション結果と有限変形解析によって得られたシミ に示した.本研究で採用した運動および変形の記述方

ユレーション結果を比較し，微小変形の仮定がシミュ 法を付録lに示す.

レンションの結果に及ぼす影響について考察する.さ (1)応力のつり合い式

らに，シミュレーションの結果を Wissaらの微小変形 時刻 τ=tおよび fにおいて微小土要素に作用する力の

理論解による予測と比較する.主要な結論として，微 釣り合いを考えることによって，次式の応力の釣り合

小変形を仮定すると，仮定しない場合とまったく異な い式の増分形を得る:

った挙動が現れること，さらに圧密に関する性質を決

定する上で体積圧縮係数を一定と仮定すべきではない

ことを示す.

2.支配方程式

飽和土の圧密現象は

1) 土に対する応力のつりあい式

2) 土粒子および間隙水に対する質量の平衡式

3) ダルシーの式

4) 土の構成式

によって支配される.応力の釣合式は，加速度が無視

できると仮定したときの土(土粒子と間隙水の混合

42-0叫 l-oe)+b=。 )
 
l
 
(
 

ここに σは全応力， eはひずみ，bは物体力を表し， δσ，

oe， obはそれらの物質時間増分で，以下の式で表され

る:

8σ=σ(z' ，t+ot)-cr(z，t) (2) 

向。，&
0&=ーーー一一
δz 

(3) 

必=b(z，，t+bi')-b(z，t)， (4) 

体)の運動方程式である.質量の平衡式は土粒子と間 ただし， ouは変位増分.また土の密度をpとすると

隙水の各々の質量が保存されることを表す.ダルシー

の式は，間隙水の運動方程式に相当する.土の構成式

は有効応力とひずみの関係である.

三=0 t t+& 

c z，.iδu(z，t;c5t) 

Z也 1ZE命令+削減)
S 

図1:土粒子の運動

b(z，t) =バz，t)g (5) 

変形が微小で

&くく1 (6) 

と仮定できる場合には式(1)は

θ5σ 
一一一・ob=0 
θz 

(7) 

となる.

本研究では，有限変形解析には式(1)を用いた.一方，

微小変形解析では式(7);を用いた.ただし，その場合，

hやめは物質時間増分でなく単なる時間増分として扱

われる，即ち
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5σ~ a(z，t+み)-σ加)

5b=b(z，t十&)-b(z，t)

後:iZsの構成関係長考慮することによって式(1)または

(7)は変位増分 (ou) と間隙水圧増分 (op)を未知量と

する微分方程式になる.

(2)質量の平衡式

飽和土は障体の土粒子と液体の間隙水で構成されてい

るが，これらの相の運動は臭なっている.このことを

考慮して質量の平衡則を導くと次の式が得られる

11)， 12) . 

d、
nPw+(l_n)金十 qnVrJ十一一 O
Pw' Ps dz dz 

月:間隙塁手

向:間隙水の密度

ρs .土粒子の密度

Vr:間隙水の，土粒子'に対する相対速度

土粒子の非圧縮性を仮定すると

n主主十位zli+EEL=O
Pw dz dz 

さらに間隙水の非圧縮性を仮定すると

ベnVr}， 8vs __ n. 
一 一一-
t￥ dz 

、、、ノnu 
--晶(
 

式(10)は変形し得る土骨格の中の非圧縮性流体の浸透

問題において通常用いられる質量平衡の式(連続の

式)である.本研究では，この式を微小変形解析に用

いた，これは，微小変形圧密理論に基づいた Wissa等

の研究において間隙水の非圧縮性が仮定されているか

らである.一方，有限変形解析には，間隙水の非圧縮

性を仮定しない式(9);を用いた.尚，著者 13)は間隙水の

圧縮性を考慮することによる利点、の一例を，波による

海底砂地盤内の間隙水圧上昇の問題を通して明らかに

している.

質量の平衡式は，ダノレ、ンーの式を考慮することによ

って，間隙水圧増分および変位増分を未知量とする微

分方程式に変換される.勿論，間隙水の圧縮性を考慮、

する場合には，その圧縮特性(間隙水の構成式，すな

わち，間隙水の密度と間際水圧の関係)も考慮する.

変換された微分方程式は，力の平衡のための微分方程
(2') 
人と連立させて解く.

( 3 )間隙水の圧縮特性
(4' ) 

問機水の密度 (Pw) と間隙水圧 (p)の関係は

st 
)
 

市
'
ムー(
 

Pw 

で与えられる a ここに， sは間隙水の体積庄縮係数であ

り，ほぽ一定である.本研究で、はs=5xlO-10N/m2の伎を

用いた 14)

(4)ダルシーの法員Ij

間隙水の運動は次のダノレシーの式に従うと仮定する:

(8) 

Vr-十ム:J (12) 

ここに，kは透水係数.上式を導くに当たり， ρwがz

の関数であることを考慮したが，多くの実際問題にお

いては 1-sp:=1であると仮定できる 11)ので，得られた

式は通常用いられているものと一致している.

(5)土の構成式

土の構成関係、は，ひずみ速度と有効応力速度の関係:

(9) 
e=mvσ (13) 

によって表すことができる.ここに， σ'は有効応力で

σσ-p (14) 

構成関係の非線型性は体積圧縮係数myが一定でないこ

とによって表される • mvは間隙比 (e)と有効応力 (σ，)

との関係から評価でき， σ'またはsの関数である.

3.数値シミュレーションの方法

3.1構成モデ、ノレ

三つのタイプの構成関係を仮定した.それぞれそデ、ノレ

A，モデルB，モデルCと呼ぶ.モデ、/レAは現実的な

モデルであり，体積圧縮係数 (mv)および庄密係数 (Cv)

が有効応力によって変化する.モデルBとモデルCは

仮想的なモデルである:ニモデルBでは.cy は一定であ

るがmyはσ'の関数であると仮定されている;モデルC

はmvもCyも一定のモデルである.以下に各モデルの詳

細を述べる・

( 1 )モデルA

正規圧密領域と過圧密領域の各々に対してeとa の対

15 
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0.5 

10 

して仮定された e-loga'の関係と同じ関係を仮定した.

従って，kはa'の関数になる.図3参照.

(3)モデノレC

このモデノレではmvもCvも一定，従ってkも一定である.

Cv一定の仮定は Wissaらが用いた支配方程式で設けら

れた， mV一定の仮定は彼らの結果の整理法で設定され

た条件の十分条件になる.図4参照.

3.2 有限要素解析の方法

図6に有限要素解析で使用した有限要素を示す.変位

増分は位置の変数の2次関数で，間隙水圧増分は一次

関数でそれぞれ近似した.数値積分は，正規化した基

準要素で行った;実空間の要素から基準要素への変換

は一次関数によった;従って，問機水圧増分に関して

p
b
 

噌

E
よ

数との直線関係が成り立っと仮定;従ってmvは有効応

力に依存する.透水係数(紛に関しては，kとσ'が両

対数紙上で直線と仮定し，その傾きが正規圧密と過圧

密の領域で異なる.図 2参照.なお，とのモデルでは

正規庄密領域と過圧密領域の各々において e-log k 

関係は直線的になる.

(2 )モデルB

このモデ、ノレはCvは一定であるがmvは一定でないとし、う

性質をもっ.この性質は Wissaらによって用いられた

支配方程式において考慮された条件と同じである.し

かし， Wissaらの結果の整理法においてはmvが鉛直方

向で一定と仮定されていることに注意したい.このモ

デルの数値試験時の挙動は Wissaらの結果の整理法を

評価するために用いる.モデルAの正規圧密状態に対
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図5:用し、た有限要素と，変位および間際水圧の節点.

はアイソパラメトリック (isopara臨むic)であり?変

{立場分に関してはサブパラメトリック(sub 

parametric) である1.5)

各構成よモデルに対して， 3種類の圧縮速度 r=0.003，

0.03，および O.3弛/minで定ひずみ速度11:密試験を解析

微小変形解析においても構成関係、が非線形であるの

でヲまた有限変形解析においてはいわゆる支配方程式

の幾何学的非線形性があるので，反復計算が必要であ

る 次の関係が満たされるまで反復計算念行ったー

2:[R巴-Ro (i)2] :s; 10-10 
2: Ro(i)" 

(15) 

ここに R(i)と九(i) (jニ1，2，..，N;N は富山度の総数)

はそれぞれ現段階および前段階での解.

4.数値シミュレーションの結果

数値シミュレーションでは仮定した構成関係が充足さ
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10000 

れなければならない.これは構成関係が非線形のとき

反復計算によって満たされる酌本研究で用いたプログ

ラムのアノレゴ、リズムによって，構成関係は高い精度で

充足されることを既に確認している 2)

数値シミュレーションの結果を図6から 8に示す.

通常の定ひずみ速度庄密試験において計測される，鉛

直変{立 (d)ヲ単位面積あたりの鉛直荷重および供

試体底面開隙水圧をE寺院に対して示した.それら

の図ではヲ微小変形解析 (ssと記す)の結果を有限変

形解析 (LS) の結果と比較している.すべての図にお

いて:定められた圧縮速度で圧縮されていることをまず

確~;gできる‘

( 1 )モデノレ

このモデルでは，過圧密から正規Ef密状態へ移行する

ときの有効応カゲニゲcにおいて圧縮性が急激に変化す

る(図 2(a)参照)が，このことが図 6(a)， (b)に示し

た結果に反映されている，すなわち qとPbの挙動が

σ-ゲ。において変化している.さらに以下の現象を観察

できる:

1)荷重 qI士，微小変形解析のときに大変形解析のときょ

り小さし¥

2)間隙水圧Pbは微小変形解析のときに大変形解析のと

きより大きく生じる.

3)微小変形解析のときにはPbは?調べた圧縮速度の範

図では決して一定iこならない.一方，大変形解析の場

合には，圧縮速度が非常に小さいとき，例えば1'=0.003 

(%/min)のときに，Pbは一定値に落ち着く傾向がある.

17 -

(ただし，この速度は鉛直荷主主が 1200kPa以上に達す

るのに 10000分(約 1週間)以」ーかかるような非現実



1600 

! 1200 
o 
、、 800
x 

'" 400 

Model A1 
r=O. 3 (詰!min)

nv 

pL4)σ 

よ
lS 

8 20 40 60 80 100 120 
time (min) 

(a) r=O.3 (弛/min)

2000 

51600 
Cコ

Model Al 
rコ0.003(耳/min)

ここ 1200 I 
) 

可コ
80口

n
u
n
u
 

n
u
 

点
目
守

P凶
V

4

)

σ

LS 5S 
1. 0 -;;; 
a】
ギ
) 

~ 
a 

ローq

R
d
 

nυ 
14ι /一。血OA

 

O
-。-

O
一。。。

b
 

n
U
F
 

O
 

。。
o 2000 4000 6000 8000 10000 12000 

T ime (rnin) 

(b) r=0.003 (%/min) 

図6:モデルAlのシミュレーションの結果

的な遅い速度であることに注意したい.)

大変形解析においては供試体の厚さの変化が考慮、さ

れるが，微小変形解析では考慮されない.圧縮の進行

に伴って排水距離が減少し，上記 2)の現象が生じたと

考えられる.また，上記 1)の現象は次のように説明で

きる 微小変形解析では時間の経過に伴って節点の座

擦を更新しないので，要素のひずみは常に過小に評価

され，対応する有効応力も小さく評価される園荷重 q

が供試体上面での有効応力であることを考えると，微

小変形解析の場合に有限変形解析に比べて荷重qがノj、
さくなると言える.

(2 )モデルB

このモデルは過圧密されていない(図 3(a)参照)ので，

特に圧縮の初期において qは大きくなならない.この

点を除いて，モデソレAで観察されたのと同じ挙動が見

られる(図 7(a)， (b)). ことで強調したいことは，微

小変形解析においても大変形解析においても圧縮速度

が非常に小さくても Pbが一定に近づく傾向がみられな

いことである園

(3 )モデルC
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図7:モデルBのCRS圧密試験シミュレーションの
結果.

このモデルは微小変形圧密理論において仮定されたの

と同じ性質が仮定されている.モデルAの結果に対し

て指摘した現象 1)と 2)がこのそデルに対しでも見

られる固しかし，現象 3)は見られない，即ち，Pbは
微小変形解析の場合圧縮開始後すぐに一定になるが，

大変形解析のときには減少していく.またg この挙動

は圧縮速度に依存しない.

また，大変形解析においてPbは時間と共に減少する，

これは，調べた圧縮速度の範囲では，供試体厚さの減

少の効果が大きいととを示す.

5.考察

5.1 定常状態、理論の適用性

モデルBもモデルCも圧密係数は一定であると仮定さ

れている“しかし，前節で示したように，モデルBの

挙動はモデルCの挙動と異なっている.この理由につ

いて微小変形理論を用いて考察する.

Wissaらめが用いた支配方程式は次の仮定と共に

Mikasa16)によって導かれた:
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関9・:!i¥1;次元化したひずみと時関係数の理論的関係.

10 

一定になるような状態が定常状態である(付録2参

照). 

定常状態では，次式で示すように9 供試体上面のひ

ずみと底面のひずみの差が時間に無関係に一定にな

る:

Mode I C3 

c，=l. 67x1 0-' Cm' Is) 
r=O. 003 (唱Imin)

mwι
ぷ

)
s
a

5
 

中二川-E(X=叫)=~子 (16) 
。 0 

5000 10000 15000 20000 25000 
Time (min) 

(b) rエO.003 (%/rnin) また，次式からわかるように，定常状態では，体積圧

図8:モデルC3に対する CRSJ.王密試験のシミュレ 縮係数mvが一定の場合に限って，供試体上面の有効応

ーション結果 力と底面に有効応力の差も一定になる:

1) 材料の物体力(重さ)は無視できる;

2) ひずみは微小である，

3) 圧密係数は任意の時間で鉛直方向で一定である.

Wissaらが提案した結果の整理法の中でも，次の仮定を

設けるととによって立てられた手法が多くの基準で用

いられている.

4) 体積圧縮係数は高さ方向で一定である

の 定常状態が遠せられる
以上すべての仮定は，試料が本来有している性質と決

定された性質との不一致を生み出すことになる.ここ

では仮定 2)，3)， 4)および5)について調べる.仮定 1)

の影響は定ひずみ速度庄密試験では無視できるほどほ

ど小さし¥

図9は，供試体上面，中央，および底面でのひずみ

を時関係数(九)に対して表した理論的関係である.た

だし，ひずみは供試体高さ (H)，圧密係数 (c)およ

び圧縮速度 (r) によって無次元化している.この図か

ら，どの位置においてもひずみの時間的変化は一定に

なる傾向があることがわかる.ひずみの時間的変化が

1 1 H2 
Pbニゲ(x=o，凡)げかニH，九)= 工 r . (17) 

mv L cll 

との有効応力の差は底面間隙水圧Pbに等しい，従って，

定常状態で、はPbが一定になる

ー方， myが一定でなければ，郎ち，多くの土でみら

れるように， myが有効応力の関数であるならば，Pbは，

たとえ定常状態であっても，一定にはならない.

図 7(a)と(b)で示したように，モデルBは微小変形解

析においてPbが一定にならない.これはこのモアノレの

体積圧縮係数が一定でないからである.これより ，m、
が一定でない土では，たとえ cvがー定で、あっても，Pb 

は定常状態において決して一定にはならない.

5.2 微小ひずみ理論の適用性

図6から 8で見たように，大変形解析による挙動と微

小変形解析による挙動が似ているのは平均ひずみが 20

30%までである.平均ひずみのこの範囲では鉛直荷

重 qは実務的に要求される大きさまで達していないこ

円
叶
d
'
i
 



とに注意すべきである.換言すると，微小変形解析に

よってシミュレートされた挙動は，実際の目的に必要

な圧密圧力の範囲では，有限変形解析による挙動と全

く異なる.

最も重要なことは，大変形解析では，底面間隙水圧

が一定になるという定常状態はCvもmvも一定であるよ

うな土に対しでも生じない(図 8)，という点である.

定ひずみ速度圧密試験によって生じるひずみが微小で

ないことを考慮すれば微ノトひずみ理論に基づく限り試

料の真の性質とは異なった性質が決定されてしまうと

想像できる.

6.結論

(1)微小ひずみの仮定を設けても，mvが一定でない土

では，定常状態において底面間隙水圧は一定にな

らない.

(2) 大変形解析において現れる挙動は平均ひずみが

20%を越える場合には微小変形解析によって表す

ことができない.逆にいえば?平均ひずみが 20%

を越えない場合にのみ，微小変形解析によって大

変形解析において現れる挙動が表せる.ただし，

そのような平均ひずみの範囲では，圧密圧力は実

際目的に対して必要とされる大きさに達しない.

(3) 微小変形理論によって決定される圧密に関する性

質は試料の真の性質とは異なる，

本研究で対象にした土(仮定したような構成関係を

ユ有するごと)ではヲ平均ひずみが 20%を超えると有限変

形解析時の挙動と微小変形解析持の挙動が異なってく

る，定ひずみ速度圧密試験に供される試料は層淳一を変

化させながらA密しているのであるから，実際の試験

結果には必ずその効果が含まれている d 従って，試験

結果から試料の庄密性質を決定するためには当然有限

変形i王:密理論を用いなければならない.しかし，実際

問題として，定ひずみ速度EE密試験結果から試料の圧

密性質を決定する上で現状では微小変形圧密理論を用

いて圧密性質を決定することが行われている.これは

単lこ簡便さを目的としているだけでなく，有限変形圧

密主望論に基づいて試料の圧密性質を決定するための有

効な方法が確立していないためである 今後の研究が

必要である.
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付録1

粒子を基準時間 (τ=to1における位置(苧zlで識別

する.粒子Zが τ=tにおいて巳ニzに移るとすると，その

粒子の運動は

Z=tOX(Z，t) 

と記述できる a ここに

Z='O%(Z，IO) 

現在の時刻 tを基準時間として選べば， τ=1'(=/ゅのにお

いてI;=z'にある粒子の運動は

Z' =， x(z，r) 

z =， x(z， 1) 

で定義すると，ひずみ増分は

ゐ(z+企z，t; &)品(z，t;&)_ oゐ
判以。)言酬lim血→0←

δk 

(A9) 

また土粒子の速度は

ゐ(z，I;&)
(Al) vs(z.t) '" lim&-+o=っr (AlO) 

で与えられる.これらの定義によってひずみ速度は速度

と次の式でf鯨づけられる:
(A2) 

吋z，t;叫んιt)
判z，l)'" lim&→o-----;s]t一一五一

(All) 

付録2

(A3) Wissa et aL 3)による解では，ひずみが時関係数 Tvと

空間変数Xの関数として与えられている:

(A4) 判)子[Tv+ f仲
(A12) 

式(Al)から(A4)に従ーって運動している粒子 (zlを考え ただし

る.この粒子に付随した物理量(または力学量)中の，
I 1 __ 1 今!

時間増分8t間の変化量を5中と記す，即ち ニ +~x勺
13 2 

drt '"ぷ(Z，t')一員

または空間記述では，

8中三中>(z' • 、
‘
『
ノt
 

式 (A3)より

ぬ=判IX( z， t')， t')一 t)

このように対は，時刻 t，その待の位置 Eおよび時間

増分 8tの関数である.

変位増分を次式:

、h，，
r
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(A13) 

(A5) 

一一-L;pexp(一向 (A (4) 

(A6) とこに

11:供試体の高さ

X:無次元イじされた空間変数(ニz/H;供試体と面がzニ0，

f共試体底而が z=H); 

r:圧縮速度，

cv:圧密係数

昨日寺関係数 (=cl/H2). 

数学的特性として最後の項 g(X，Tv)はト分大きな時間

係数の値に対して0になる.そのような，g=Oになるi犬

(A7) 

態は‘定常状態'と呼ばれている.

(A8) 
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