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本研究では固相(土粒子)と液相(間隙水)の間での
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ないものとする(重力場では重力の加速度)。

式 (2.27)の左辺は Rtに含まれる間隙水の運動量の時間
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有限変形。有限要素法による 1次元圧密問題の動的解析
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ただし，hは全水頭，kは透水係数である.ここで zに関

する偏微分に際してPwgを一定と見なしたが，この影響

は極めて小さいものであることを試算によって確認して

(3.4) 

いる 5)

・加速度を考慮しない場合

式 (3.3) において加速度を無視すると
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式 (3.22) と式 (3.21) から司pldzを消去すると抵抗力

Rが次式のように決定できる.
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この抵抗力を用いて間隙水の運動方程式を表すと次式を

得る:

巾 Pwg(v." -v.) = 0 (3.7) Pwvw -Pwg+エ +n一一(vw-vs)=.. .. ...~ dz k'"  0 

・加速度を考慮しない一様な間隙率場の場合

式(3.3)において加速度および間隙率の zに関する偏微分

を無視し，上と閉じ手順を踏めば，抵抗力 R は式(3.8)

で，運動方程式は式(3.9)でそれぞれ与えられる:
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式(3.8)と(3.9)は間 6)によって紹介されたものと同じで

ある.

本研究では，式(3.7)と式(3.9)の両方の場合について

解析をおこない第 7章において解析結果を比較した.

抵抗力 R を評価するための上述の手順は，加速度が無

視できる場合に Darcy則が成り立つという経験的事実に

基づいているが，逆に加速度を無視しない場合に R が式

(3.6)や (3.8)で与えられるということを保証しない. 干

の点については今後の課題としたい.

3. 2構成式

(1)間隙水の圧縮特性

間隙水の圧縮特性として密度 (Pw) と間隙水圧 (p)

に関する次の関係を用いる:

E旦 =st
Pw 

(3. 10) 

ここに， sは間隙水の体積圧縮係数であり一定と仮定した.

(2)土の構成式

土の構成式をひずみ増分と有効応力増分で定義し以下

のように表す.

Ol':=myoσ， (3. 11) 

ここにEは初期時刻 10を基準にしたひずみで， 01':は基準時

刻 !rと任意の時刻 tの聞に生ずるひずみ増分を表す.σ'

は有効応力であり5σ'はらと tの聞に生ずる有効応力増分

清水・木越

である(ひずみについては4章で説明する) .なおσ'は

次式で定義する.

σ'=σ-p (3. 12) 

さらに myは体積圧縮係数であり，有効応力の関数とし

て評価することによって構成関係の非線形性を考慮した.

解析に用いた具体的な構成関係は後述する.

4.有限変形解析の手法

有限要素法は未知量を有限要素節点での値を使って有

限要素内で内挿近似する手法である.従って物質粒子に

付随した量が未知量であるとき，節点を構成する粒子の

位置が既知で、なければならない.微小変形解析では節点

を構成する粒子の位置を不変とするので粒子の位置は常

に既知である.有限変形解析では，例えば土粒子の変位

を未知量とする解法(変位法)では，変位が未知である

ので対象とする時刻での土粒子の位潰そのものが定まら

ないことになる.よって未知量の空間変数を時間によっ

て変化しない変数(ラグランジュ変数)で表現する必要

がある.そのような変数として基準配置における粒子の

位置を採用することができる.この場合，有限要素近似

も基準配置において行う.

有限変形解析は逐次更新ラグランジュ法 (Updated

Lagrangean Method) によって行った.時刻々での配置を

基準として時間増分01後の時刻 tにおける配置を計算し，

計算された配置を新たに基準配置として更に次の時間増

分後の配置を計算してし、く方法である.

4. 1変位の定義

国一1のように初期時刻 10において位置 Zoにある粒子

(土粒子または間隙水粒子)が基準時刻~ trにおいて位置

Zに移る場合を想定する.基準時刻々からある時間経過

した任意の時刻 tまでの粒子の移動量(変位)を u で表

すと，時刻 tにおける粒子の位置 zは以下のように表せ

る.

z=Z+u (4. 1) 

u = u( Z， 1)，ただし u(Z，今)=0 (4.2) 

τ=10 τ=tr τ=1 
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土粒子の運動と土粒子物質領域の変形

このように変位を定義することによって，粒子の速度

および加速度はそれぞれ変位の時間に関する一階偏微分，
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この式の被積分関数の変数は座標 zと時間 tである.変

数を基準配置での座標 Zと時間 tに変換すると，式(4.8)

と(4.16)を参照して，

ziws(0仏 Us+ (1一山w-(1仙 g+砂

(3)質量平衡則

飽和土の質量平衡則(式(3.1)) の重みつき残差は次式

で与えられる:

ら'"{-wp(ZJf(Z2)-wp(ZI)f(ZI)}+ b(Z2九(Z2)-Wρ(ZI)us(ZI)} 

+iトp(l-ω-P汁幸(1叫 z

(5.7) +川イn半JUwー us)与 P}dZ
(5.2) 

被積分間数のすべての項は座標 Z と時間 tの関数である.

部分積分によって式(5.2)を変形すると

ら;;;{Ws(Z2)u(Z2)-Ws(Ztt(zI)} 
Z勾，

+Jいs{1-Ea長み+ws(I-Ea長wUw

Z， 

(5.8) 

ここに fは間隙水の流入(フラックス)で境界上でのダ

ルシー流速と次の関係にある:

nvr(ZI)= j(ZI)， 

nvr(Z2)=・j(Z2)

ブラックスは，外向き法線が座標軸の正(負)の向きを

向く面では速度の符号と逆(同じ)になる(図・ 2) . 

-wS{l-Ea):>tg-竺~u~dZ。IZ I 

となる.ここで図-2に示すように境界上での全応力と表

面力 qの関係を用いて，

σ(ZI)=q(ZI)， σ(Z2)=-q(Z2) 

(5.3) 

(5.9) 

(5.4) 

ここに qは外向き法線が座標軸の正(負)の向きを向く

簡では応力の符号と逆(同じ)になる.

5.2離散化

以後，行列表記を用いる.記号〈・〉は行ベクトルを，

{・}は列ベクトノレを， [・]は行列を表す.

飽和土の運動方程式，間隙水の運動方程式および質量

平衡則の未知量は，土粒子と間隙水粒子それぞれの加速

度，速度および変位，ならびに間隙水圧および間隙水圧

の時間的変化率(間隙水圧速度と呼ぶ)である.これら

の未知量を有限要素近似した.

有限要素近似は，土粒子と間隙水粒子に関する量につ

いては 2次 3節点近似，間隙水圧に関する量については

1次 2節点、近似を用いた.これは，構成関係より，有効

応カ増分が変位増分の一階微分(ひずみ増分)と線形関

係にあるとしているので，変位の近似には有効応力つま

り間隙水圧の近似次数より高い次数を用いるべきである

という考えに基づいている.

重み関数Ws'ww' wpは Galerkin法の考えにより未知

量の節点、近似に用いた内挿関数と同じ関数を用いて離散

イヒした.

未知関数および重み関数の要素聞の連続性を考慮にい

れて，全体系での重み付き残差を求めることができる.

重み付き残差をゼロにする条件を課して，重み関数の任

意性を考慮することによって，解くべき運動方程式はそ

れぞれ以下のようになる.

・飽和土の運動方程式の離散形.

[MssWIs }+[MwsI判+[KSs *s}+ [Kps J{P}+ {ι}= 0 (5. 10) 

↓攻zI)>O

l:~:ふ
↓V(Z2)>O 

れ可燃ぷぷ科学学」凶セ、

↑f(Z2)<O 

さらに有効応カの定義(式 (3.12)) ，構成式(式

(3. 11) ) ，ひずみ増分と変位の関係(式(4.13)) より，

σ=σ'(tr)+Oσ'+p 

=σ'(tr )+土δE+p
mv 

叫)一去や-E(tr))告)+p

以上より，飽和土の運動方程式の重み付き残差は

九三 {-Ws(Z2 )q(Z2)-WS (ZI )q(ZI)} 
Z今 r

+ rい，(1-Ea長λ+ws(I-Ea'twuw-w，(I-EaTtg 
Z} 

(5.5) 

表面カとブラックスの定義
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有限変形・有限要素法による 1次元圧密問題の動的解析

表- 1 片面排水(上箇排水)瞬時載荷圧密問題の境界条件および初期条件

時刻 土粒子 間隙水粒子 間隙水圧
フラッ

初期時刻 場所
加速度 速度 変イ立 加速度 速度 変位

時間変
f直

表面カ
クス

r耳 10=0 化率

初期条件 全節点 。 。 。 。 。 。 。静水圧

任意時刻
上面 ホ * * * * * 。 。 載荷重 * 

境界条件 r =1 

底面 。 。 。 。 。 。 * * * 。
(* :計算によって定まる量)

-間隙水粒子の運動方程式の離散形:

[Mww]~w }+[Csw~s }+[Cww]~w }+[Kpwl{p}+ {Fw}= 0 

(5. 11) 

-質量平衡則の離散形:

いp~s }+[Cwp~w}+ [Cpp耐+ι}=O (5. 12) 

ここで，各係数マトリックスの具体的な記述は紙数の都

合で省いた.記号'一'の付いた量は節点での値であるこ

とを表している.

5.3ニューマークのβ法

支配方程式の離散形は，未知量として変位，速度およ

び加速度の節点値ならびに間隙水圧と間隙水圧速度め節

点、値を含む.式の数より，未知数の方が多い不静定問題

となる.そこで，ニューマークの8法 7)を適用して未知

量を土粒子と間隙水粒子それぞれの加速度と間隙水圧速

度にして解いた.

ニューマークの3法は線形加速度法の一種である.変

位，速度，加速度が基準時刻 trにおいて既知で，加速度

が時間8t間で線形に変化すると仮定すると trでの速度お

よび変位をらおよび t(吋 r+δt)での加速度で、表すことがで

きる.この考えを間隙水圧および間隙水圧速度にも適用

した.基準時刻から8t経過した時刻 tの土粒子および間

隙水粒子それぞれの加速度と間隙水圧速度とを未知量と

する方程式系に変換して解を求めた後，土粒子および間

際水粒子それぞれの加速度，間隙水圧速度を積分するこ

とにより，土粒子および間隙水粒子それぞれの変位およ

び速度，間隙水圧の値を決定した.ただし，ニューマー

クのP値は無条件安定値として， sl=1I4， s2=1I2を用いた.

slは変位を加速度で表現したときの係数日の値， s2は間

隙水圧を間隙水圧速度で表現したときのPの値である.

6. 解析方法

6. 1問題の設定

厚さ 2(cm)の飽和粘土供試体に片面排水(上面排水)

の条件で瞬時に載荷する圧密の問題を解析した.未知量

に関する初期条件と境界条件を表一1に示した.

瞬時載荷を想定したが実際の解析においては荷重を時

刻 to(=0)から tlまでの連続関数で与えた.載荷期間 (to

から tlまで)に荷重を直線的に増やす場合と S泊関数で

増やす場合の 2通りの方法で、行った.

圧密圧力 160(kN/m2) で平衡状態にある供試体に，さ

らに 160(kN/ぽ)載荷し，その後，荷重を一定に保った.

6. 2要素分割数

要素分割数の影響を調べるために，要素数を 10，20 

および 30と変えて計算した.排水面近傍では未知最の時

間的・空間的変化が大きいと予想されたので要素を細か

く分割した.

6.3構成関係モデル

数値解析で対象とした試料の構成関係は，間際比 eと

有効応力の自然対数 1ncr'との関係，および透水係数の自

然対数 1nkと有効応カの自然対数 1nぜとの関係が正規庄

密および過圧密の各領域で直線的であると仮定した.式

で表すと

=er叫(cr~J
mv = (l+e)"d 

k=k{可

(6. 1) 

(6.2) 

(6.3) 

ここに， epσep kpσuは上記直線の位置を定めるため

のパラメータである.αおよびとは直線の傾きを表すため

のパラメータであり，正規圧密領域ではα=λ，C=CNC'過

圧密領域ではα==J(，己=COCとする.数値解析に用いた構

成パラメーターの値を試料の物性値とともに表・ 2に示し

た.正規圧密状態を対象として解析するために圧密降伏

応力の初期値を 160(kN/m2)に設定した.なお，ある位置

での圧密降伏応力はその位置における既往最大の有効応

力として順次更新した.

6.4非線形解析手法

①基準時刻斗での土粒子と間隙水粒子それぞれの加速

度，速度および変位，ならびに間隙水圧と間隙水圧速度

を既知量として，計算時間間隔8t経過後のそれらの値を

反復計算により求める (t=8tのとき tr=to(=0)である) . 

②求められた土粒子変位を用いて座標を更新する.未知

円
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o
 

Jの叩山町町一…叩一一一“一一向{明町一町一 一一一一時叩…… w一一………一四円一一…ω即時伊叩… ωm……一四一一町一附一一叩一一…一一四一周一一向叩明-叩畑町ヤ町一--……山町一即時時W叫4ザω~--…前向叩畑町山仰ゅー畑一一一一一一一一一切町一司叩叩附叩叩-_町一一一叩一一m畑町一即応



1収 1000010000。

してーし、る E 之江Jことより

ラムは妥当であると判断した，

(2)載荷時間と

11 (f)}之ささ，

T白rzaghi関一

2.E+05 

いないが，

-木越

0.321 

o. 0326 

1. 44 記E

σer 

在、1子った。 こオもらの

しなしけ暴合があった.詳

主寒

、であり樗ないよう

こ0)

よる

間隔81=0.001 {;:-て行った

要素分割数によ

しい基準

tここ才

式 (4.7)に示したように

は未知j量である土粒子

1回目にお

そこで i回目の反;復

Lノァ そ*1，

このよう

h 

~6. 4) 

されるまで行った句

合
住.a

のバーーソ

要

CPU が PentiumN(1. 

;iノ!Jごコン?グューグ』一安用いて，要素マ約 l

素で約 ~i40 分であった.

l番目およ

で、ある，

2通りの

(:3. 7)と(3.9))ーFrl'i~)Jの式を用

?姐 2
4ヲ

ミ"

思4:ら)tこ沈下量 時間曲線な示した r.:rl図 (b)に式

(3. 7)に基づく沈下量に対する式(3宅引に基づく沈下f喜一の

相対差を矛:した(ここに A fこ対する B の杓対差とは (6-

A)/Aで定義した;量:である) 図(a)より沈下時間

差が更A られい，また，国 (b)より相対差は最大でが〕

寸0.6切であり，圧密終了時には差はほとんど見られないこ

とがわかる.従って，沈下最に関して運動方程式の違い

て小さいといえるによ

O
O
 

Q
O
 

と

した.

るためにョプρログラム

しない条件を与えた そ

cv-A情械でアノレ CCy=2..33>く10'6nNs巴c) に

対して解析し， Terzaghiの理論解 8)と比較しj乙

図-3に結果を示す.解析領域下面の過剰間隙水圧の

挙動を比較した.有限要素解析は厳密

ので載荷中における間隙水圧の挙動は理論解と整合して

し、



有限変形・有限要素法による 1次元圧密問題の動的解析

10000 1000色。

団II川

‘ 円| 1111川
1000 

。間隙水運動方程式式(3.7)
町四一一間隙水運動方程式式(3.9)

1 10 100 

時間(sec)
0.1 0.01 

2.0E+05 

O.OE刊 0

0.001 

( 

官1.即応
、、
z 
出 1.0E+05

咲
盤
~ 5.0E+04 

10000 100000 

同

... 

旭川

圃

。間際水運動方程式式(3.7)
一一一間隙水運動方程式式(3.9)

時間(sec)
1 10 100 1000 0.1 0.01 0.001 

0 

0.001 

0.0015 

。岨0005

(E)
酬
υ「
日
夜

(a)間隙水在一時間関係

、

|、

0.2 

百宅、--0.2

襲-0.4

，¥!l!-O.6 

S48 
"* -1 

謹一1.2
ar.; -L二1.4

10000 100000 

』

h 
|可

~ 

1000 

(a)沈下量一時間の関係

時間(sec)
1 10 100 0.1 0.01 

0.002 

0.001 

0.7 

~ 0.6 

制 0.5

事0.4

S 0.3 

世0.2

~ 0.1 。 10000 1∞∞日

(b)間隙水圧の相対差・時間の関係

間隙水の運動方程式の影響(間隙水圧)

1000 

時間(sec)
0.1 0.01 

(b)沈下量の相対差一時間の関係

間隙水の運動方程式の影響(沈下量)

10∞o 100∞o 

250 

150~ 

制

10日夜
，¥!l! 

50 

1000 

時間(sec)
1 10 1∞ 0.1 0.01 

国-5

0.001 

0.0000 

品。0010

長。∞15

0.0005 

図-4

図-5に間隙水圧を示す. (a)は底面間隙水圧一時間曲

線(以下 p-logt曲線)， (b)は式(3.7)に基づく結果に対す

る式(3.9)に基づく結果の相対差である.図 (a)から相違

を読み取ることは悶難である. (b)より，圧密の終了時に

最大の差を生じることがわかるがその値は 1.時である.

従って，間隙水圧に関しても，運動方程式の違いによる

影響は極めて小さいといえる.

以上より式(3.7)と式(3.9)による結果の差異は微ノトで

あると判断できる.以後，式(3.7)を用いた結果を示す.

200 

(a)沈下量

0.0020 

0.0025 

2.5E+05 

2.0E+05 
( 。d
E 
云1.5E+05

出

議1日間

距
5.0E+04 

7.3有限変形理論と微小変形理論の比較

本研究では加速度を考慮にいれたことに加え有限変形

理論に基づく数値解析を行っていることに特徴がある.

そこで有限変形理論に基づく結果と微小変形理論に基づ

く結果の違いを比較する.どちらも加速度を考慮、した.

構成モデルは mv，k一定モデル，即ち Cv一定モデルとし

た.圧密係数は cv=2.33 x 10' 6 (m2/s)にて解析を行った.

図 6は微小変形理論と有限変形理論に基づく結果を

比較したものであり， (a)はd-log t曲線， (b)は p-logt

曲線である.図(b)には有限変形理論に基づく間際水圧に

対する微小変形理論に基づく間隙水圧の相対差も示して い附
∞
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図(a)より，沈下量は有限変形理論より微小変形理論

を用いた方が大きく見積もることがわかる.これは，微 図-6
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