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軟化を考慮した正規庄密粘土の構成式

A STRAIトISOFTNING CONSITITUTIVE EQUATION of NORMARY CONSOLIDATED CLAY 

!京久夫吋HAllAHisao) 

Cam-Clay モデル，修正 Cam-Clay ぞヂ J~ といった粘土の機成式では、せん断変形による軟化現象を袋わせ

ない α これを表現するために修正 Cam-C!ay，恐デルの軟化パラメータを担f生体積ひずみと観性せん断ひずみ

の平日守与え、せん控fr変形 iこ伴って降伏il!l線が縮小する軟化型の部磁性構成式接続主撃した。

その誘導過授で修iE Cam~心 lar モデルを機合硬化剣 l乙従う持塑性構成式として扱い、このそヂルの降伏簡

の拡大、移動 iこ!到する特徴号明らかにした。

設定撃した軟化型機:!'l!i生構成王立の妥当伎を、奥方!玉幸容された正規!主密粘土の非排水せん断試験結泉と比較し

て検品でした。その結果、せん断初期には、応力一ひずみ関係や間際水庄一ひザみ関係i己宇自主主があるものの、

ピーク強俊に透した後 (J)軟化挙動では実験餓と計算悩がよ〈ー殺することが確かめられた。このことから、

軟化挙動を iJ;す粘土の変形解析に ζ のそデ;"が有用と考えるω

キーヮ…ド e粘土中/ゴニの構成式I!玉吉野非排水せん断/獄f生/塑t!l:1応力叩ひずみ曲線

まえがき

正規庄密粘土の変形芸言動を説明するのによく使われる粥塑性モデルのひとつに修正 Cam-Clayモデルがあ

る。ごi のモデルで iません目先変形が進み限界状態 (CSL) !こ速すると、応;カや間際比の変化がなくなりせλノ

針変形のみが際限無く増大する。一方、実際の正規圧密粘土の非排水せん断試験における応力ひずみ曲線で

は応力般にピーク伎を有し、ひずみ軟化挙動会訴すのが官普通である。との軟化挙動lま修正 Cam"Clay型の構

成モデルでは表現できない。

ここでは、まず最初に務規性議めままE惑に立ち返って修正 Cam-C!a，yモデル接持検討しJll-l""。

その;過程でひずみ軟化を表現する新しい硬化パラメータを付加し、ひずみ軟化後考癒したそダルを誘導する。

さらに新定数の決定方法や実験結果との限色、結架について述べる α

2 若君f生論

鎖性論では物質の変形特性が時間 F二依存しない材料の非回復f!l，の変形、つまり担性変形を奴う。極性変形

を表現する騨塑性構成式 lま、 E習性変形の記述の仕方からこつにl芯分できる。ひとつは、応力が降伏聞に議し

た状態でのみ塑性変形が生じ、降伏閣内部は弾性域と仮定するものマあり、古典塑性論と呼ばれる。も弓ひ

とつは、降伏面の内部においても塑性変形が生じるとするものであり繰返し塑性と呼ばれる。 Cam-'C1 ay型(

修正 Cam…Clayモデル 1)太閤モデル 2)等)の弾恕性構成式は前者に!請し、多国モデル(Mroz)ヨ¥下負荷日'iiモ

デル (Hashiguti) 4)，悪事脇モデル引等は後者である。

実粘土におげる正規降伏国内部での変jf;挙動iこは、塑性成分のあることが実験的に篠かめられている引が、

たとえば庄規庇密粘土の非排水せん断試験のように応力が単調に増加し、変形過程を通じていつでも降伏ilii

が紘大していくときには、前者と後者 iと室長はない。ここで述べる軟化在考慮した構成モデルは、修正 C呂田〈ト

ayモデルの拡張型で古典塑性論の立場 lこ入り、上述のような単調載荷iこ対して有効である。新モデ)Vの改良
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点を明確にするため古典塑性論の概要6)を述べ、次i乙E震性論のJL場からみt:修iICam-Cl ayモデルの特徴::¥':

明らかにする。

2 --1 古典機性論の概要

間一 1!ま弾塑性変形における応力一ひずみ曲線で図-_1 (品)は実測曲線、 (b)はそれを合典塑般論で吸うど
きの鎖純化した関係である。 i徐荷、再負荷i時の包絡線に相当する変形状穏を正規降伏状態あるいはE習に降伏
状態と称、する。

応力

( a) 5程調1) ( b)古典主裂性論の誇!惣化

図-1 弾塑性変形における応力一ひザみ曲線

2 --2 降伏妥結件と降伏曲面

材料が正規降伏状態にあるための条件を次の式で与えるの

f((1， H J)問。

ここで
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f :降伏関数

d:応力テンソル

日 ! :駿性履膝パラメ…夕、 ( 1ロ 1，2・ 8 網 n)

'<:'あるの

H! はその定義から次式を満たす。

i: P"宗 Oの時、 Hl=0 ( 2 ) 

f が応 )J空間で作~耐Jl百が正規隊伏市iであり、その内部で f くりとなるように f 治定める。

2 -3 流動員'1

粘土が滞塑f令状態にあり、 dらにある有限な応力変化与を与えられたとき投ずる劉性ひずみ速皮の大き窓は、

応力速度に依存し、 'jUこ塑性ひずみ速度の方向は応力状態i叶依存すると考えられる。これから塑性ひずみJ選
皮E;"は次式の流動員1)で与えられると仮定する。

総 P;::::::λ閑(3 ) 

ここで m : 2 llI~jE 籾イI~ テンソノ1> 0 関- 2 (b)、式(t1 )暴言問。
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粘土の軟化型構成式

11 1滋 11 宿命J寸 r 両面て)=V~-;-j= 1 

CI. H Iの関数で式(<1 )で表わされる。

λ:iE筒、スカラー;監の比例係数でi.;Pの一次関数

である。

ll1がスカラー関数 g (び，日 けによって次式で与えられるとき， gが応力空間でつくる曲面会塑性ポテン

シャル聞という。

a CI 

iJ g 

(<1 ) 

特に降伏面 fが想性ポテンシャル弱 g!ζ一致するとき、次の関連流動則が成立する。

g (<1， H ，) =f  (CI. Hi) (5) 

企p;:.::::入 n (6 ) 

iJ CI 

iJ f 

(7) 

σ 宜主 σ m 

事砂田

円
日_-一一一4戸引 f (cI， H，) 

( a )降伏部と n ( b)塑性ポテンシャルと師

図-2 降伏面と塑性ポテンシャル箇

2 -<1 適応条件

降伏条件式(1 )を時間微分して次の式を得る。

i) f n fI f 

t r (一一-11)+ ) 一一一 H，=O (8) 
"--J 

iJ <1 1 iJ H， 

( 8 )式i立正規降伏状態で成立すべき変数間の微分関係を示し、適応条件式と時ばれている。

i; P = 0のとき、 Hl置。であるので H!はi;Pを一次で含む。これと流動則より、
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色1'=入hl ( 9 ) 

と茨わおれる。ここで h!は状態変数の関数である。

( 8 )、 ( 9 )式より

λ=tr (nd)/D (l 0) 

ト正h/:::: )
 

唱
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ここで d'ま応力述夜、スカラー Dは塑性係数あるいは硬化係数である。

2 5 ひザみj怠皮と応力速度の関係

ひずみ速度&は蝉f生成分 t号と塑f生成分I!;;Pの相1::与えられると仮定する。

e出i:"+i:P (l 2) 

神性ひずみ速度主のは応力速度d!己対し抑制:係数テンソノレE会使って次のように表わせる。

i:: "= E-1δ (l 3) 

a.=Ei; ( 1 4) 

( 1 2) 、 ( 1 3 )、 ( 3 )、 ( 1 0)式より

官

Em
 

園
川
一

《

明n

一

r

，、、

m

r

一

t

一+
 

・び戸」・8 (1 5) 

D 

or 

mめn

i; =ョ (E -1 +一一一一)d 

。
(l 6) 

を得る。まずこ(1 6 )式の授とし -((17)式を得る。

(m E)的(nE) 

d = (Eー…一一一一一一一一)i::. (1 n 
D + t l' (nE m) 

( 1 6 )、 ( 1 7 )式における@はジアド繍で、ベクトル U，Vのジアド積によって作られる 2r儲テンソ

ルの成分(u的 v) 1.1 は次式のようである。
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粘土の軟化型構成式

(u0v) Ij口 UI V j (1 8) 

(16) ， (17)式 i立、降伏条件式(1)とき渡性ポテンシャル g (0， Hi) によって辱えられる綜形の

様塑性構成式である。 次に修正 Cam-Clayモデルのタイプの弾塑性構成式の一般形式である Hodgeの

分離形式(被合般化〉について若干述べ、その後修iECa冊目Clayモデルの構造について間検討する。

H 0 d 在日の分離形式

:3 --1 等方硬化、移動硬化、複合硬化WJ

関… 3 ま弾題性変形fやの降伏i邸の税“"7之、移動の様子会泳している。応力空間内で降伏箇の形が相似形殺保

?ながら拡大、縮小し、その中心も不動でおるとき ζれを等方硬化H1J(図(a))、大きさの変化なしに降伏而

が総動するときこれ与を移動硬化目1](図 (bぬという。この向者が同時にある場合これ恐複合硬化防J(図(c))

といい、 H 0 d g 自はこれを次のように表わした。

骨、。

I--o併とア

(a)等方便化員IJ (b)移動硬化fjlJ (c)線合硬化目1]

関-a 主事方硬化、移動絞化、機合f!更化別による降伏百万の変化

3-2 Hod耳目の分離形式による複合硬化ftlJの表示

iE規降伏条件式(1 )において塑性総歴パラメー夕日 iそ次のようにおく。

I-h= 設

H 2=ニ H ( 1 9) 

H3出 H4=・0 ・Hn= 0 

(1) ， (19) 式より i欠の降伏条件式が得られる。

f (8) .-1" (H)出。 (2 0 ) 

a =ユ Cf-a記 (2 1 ) 
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ここで 政:移動硬化を表わす応力パラメータ(降伏衝の平行移動〉

日:等方硬化を表わす硬化パラメータ〈降伏閣の拡大)

f (8) :負荷関数

F:硬化関数

である o

Hodge!まな，日を使って(2 0 )式のように等方硬化と移動硬化を表わした。

&の発展式の代表的のものとして Prager式 (22)や Z対話l思r式 (23 )などがあり、 Camclayタイブ

のモデルでは 4- 1節で導かれるように(2 4 )式のような発展式となる。

Prager 

Ziegler 

& = K p 主P (2 2 ) 

( 2 3 ) 会=1ミ7.&

C品m-Clay、修正Cam-Clay &=K<叩 tr (i;つL :1:単位テンソル ( 2 4 ) 

ここで、 Kp， K Cam!ま材料定数、 Kz!まi:;.Pの関数であるの

2節の方法と問機にして計算唱をすすめると最終的1<::(2 0 )式の降伏条件に対して次のひずみ速度と応力

速度の線形な関係式を得る。ここでは、関連流動則を仮定している。

fi@翁

I!; = (巨-.1+一一一一) δ 

む

( 2 5 ) 

( 2 5 )式の逆として

(ぬ巨)③ (fiE) 

o' = (と一 ) i; (2 6 ) 

。十 tr (fi E fi) 

が得られる。ここで ft，[l， h!ま次のようである。

iJ f (8) I 

ぬz 一一一一一/

iJ 8 I iJ8 

。f(8) 

(2 7) 

h
 

，
 

F
 

o=一一一一一+t r (削)

iJ f (δ) 

( 2 8 ) 

aδ 

白詰え h (2 9 ) 

4 ~.主.ïT:.c呂1目的Clayモダル

oo 
po 



粘土の軟化型構成式

4 -1 修正 Cam-Clayモデルの複合硬化モデルとしての表示

有効応力で表示した平均応力 pと偏差応力 qの応力平面上で、修正 Cam-Clayモデルの降伏曲線は式

( 3 0 )の楕円の式で表わされる。

(p-py/2) 2+(q/叩 f)2=(py/2)2 (30) 

今、応力が降伏曲線上の点A (p A， q A) にあった嬰索にδが作用し、点B (p s. q s)に移った場合を

考える。このとき修正 Cam-Clayモデルでは、もとの降伏曲面Aは降伏曲面Bに拡大すると同時に楕円の中

心の移動も生じている。このような硬化形式の場合， 3節で述べた Hodgeの分離形式として扱った方が

便利である。そこで以下に修正 Cam-Clayモデルを複合硬化則に従うモデルとして表現することを試みる。

これによってこのモデルの郵塑性体としての特徴が明らかとなる。

q 

---・-でq『，』C S L 

V =1+ e 

t:J:Q1L. 

δ:Q..'.j 

ik : 00' 

p，ii、

V p 

打1T~¥ミ下 lnp 

byo j py 

po p 

図-4 修正 Cam-Clayモデルの

降伏面の拡大と移動 関-5 p y， p yOと正規圧密線の関係

( 3 0 )式の右辺を移項し、 p， qを6の不変量で表示すると (20 )式に対応する降伏条件式が得られる。

このとき，修正 Cam-Clayモデルの場合の負荷関数 f，硬化関数F，移動テンソルik(図ー 4参照〉は次式

のようになる。

f (8)= t 02+宜0./M2 (3 1 ) 

F (H) = (p y/2 ) 2 (3 2 ) 

ik=pyl/2 ( 3 3 ) 

(3 2 )式中の硬化パラメータは塑性体積ひずみで与えられ (34)式のようになる。 pyは(3 5 )式で与

えられる応カパラメータで、降伏曲面の拡大と中心の移動の両方に関連する量となっている。

H = Il ~ ( 3 4 ) 
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p y詔 p，， 0 e x p [-v 0 e ~/( λ - /C)] (35) 

ここで

t"，Jld:Bの一次不変重量、グの二次不変壊

8や :8の偏禁テンソル

PyO. p，.:関一日参照。代表降伏応力、降伏肋線と p軸との読点の p健

M : CSLJ:での""lId/l"の徳川寸 !/313)

である。

(20) ， (21) ， (31) 一(3 5 )式より最終的に (36)、 (3 7)式の応力速度とひずみ速度の

関係5えを得る。

e = M-1O' ( 3 6 ) 

正士宮 Me: (3 7) 

(3 '7 )式の蝉塑性?トリックス MIま4階のテンソルでその成分は以下のようである。

MiJkl= E iJkl-n opn "lrE IJopEkIQrl(1)-n引 nuvE.tuvl (38) 

(:3 8 )式の各項は次のようである。

)
 

qυ 。。(
 

〈

d
ベ

σ
，r
J
r
 

f
 

3
U
 

J
/
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J
 

)
 

δ
 

2
U
 

J
/
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C
Y
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辺
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j
 

i
 

n
 

(iJflaa)JJ口 21，， 0IJ+(δつIJ/M2 (40) 

1)=1'" h/!liJ floall+tr (制) (4 1 ) 

。一

K

V

一

一

。
白
山
、
ん

F

一

日

d

一
d

F
 F

 
(4 2 ) 

h = t r (ぬ) (4 3 ) 

以上が修正Cam-Clayモデルを複合硬化月IJモデルとして表示した構成式であるが、とれまでのことから、降

伏商の拡大、移動の法fllJにこのモデルの特徴があることが分かる。具体的には、降伏聞の中心〈関-4 O' 

点、)が常に等方応力線上にあり、また相似の中心(図… 4 0点)は原点iこ国定されていることである。そし

て一個の応力パラメータ 11，.が、本来は独立であるべ者移動，拡大の二つの硬化形式の両方1'-係わっているた

め、この両者の独立性が保たれていないo このことは，修正 C品開-Clayモデルの利点(パラメータ数安少なく

できる)であると問時 1'-降伏蔚jの移動，拡大に対しての拘束にもなっているの

一 70



粘土の軟化型構成式

4 _. 2 軟化を考燃した修正 Cam-Clayモデル

修正向調叩Clayモデルの等方硬化成分は (34 )式で示したように惣f~主体積ひずみによって与えられている。

正規庄密粘土を非排水せん断した場合、 bが負であるためこの塑性体積ひずみは単調に増加し、それに応じ

て降伏箇も単調に拡大し、軟化挙動を表現することができない。そこで、硬化パラメータとして儒去を塑性ひ

ずみ成分も取り入れ目安次のように仮定する。

目指 ε~+ c il ('; Pキ11 (4 4 ) 

ここで C :軟化係数

e p'" :偏援護費f生ひずみ

である。

( 4， 4 )式の時間微分をとって hを求めると以下のようになる。

h出 tr (負〉ト clln.11 (4 5 ) 

n'=n-Itr Cn)/3 (4 6 ) 

この般化パラメータをとり入れると、軟化裂の修正 C呂田叩ClayモデJtdζ拡張することがで怠る。

4 3 計算綴と実験僚との比較

この新しい軟化係数 Cを使って

正規庄密粘土の非排水せん断挙動

を計算してみた伊j'を悶 6，こ示す。

関-6 (a) は応力ひずみ関係、

i b )は間際水L1ひずみ関係、 (c)

非排水ストレスパスである。闘

中のマーク付発曲線が実験値で、

実線はここでのモデルによって計

算ーしたものである。実験に使用し

W!  = 60覧 IP=54%ρm口 2.'/8 

粘土分:52覧 シルト分 :41覧砂分:'1児

た粘土は練り返し再任密した島尻粘土で、その諮特性{直および計算に用いた弾塑性パラメータは茨-，-1の巡

りぜある。この粘土を奥方圧密し?と後、車iIlひずみ速度1/100出/min で ~Iõ排水せん断した例である。実験設号

の 2桁の数字 iません断開始前の応力比 ηの叩 ftこ対する比で奥方圧訟の程度を表わしている。

実験値と計算結果を比較してみると、応力ひずみ関係、前i隙水圧ひずみ関係ともにせん断初期での棺避が

大きいことがわかる。これは、修正 Cam-Clayモデルでは応力比が小dいとき降伏面の法線の勾西日>jl，品少と

いう降伏図形状の不適切さによっており、今後改良すべき点であろう。一方ピーク強度以降の軟化鵡程lζ入っ

てからの応力ひずみ曲線 t:J:実験艇とよく一致している。また間隙水圧は軟化過程においても上昇サることが

わかる。

この計算におい -C.軟化係数 C は軟化挙動!i:入った後の応力一ひずみ曲線の勾配に合うよう試行錯誤で

決定した。またせん控訴官官性係数 G は変形の全過程法適じて…定と仮定した。

ワー・



q(kgf/om2) 
2 

γ(%) 

(a)応力一ひずみ関係

原

u(kgf/om) q(kgf/om2) 
2 2 

CIOO 

CA18 

CA49 

。 1 2 
p (kgf/om2) 

(0) ~同F*ストレスパス

γ(%) 
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国一6軟イ盟修正 Cam-Clayモデルによる言横結果と実験値の比較

5 まとめ

本論文において修正 Cam-Clayモデルを複合硬化則に従う禅塑性構成モデルとして構成式の定式化を試み
た。その結果修正 Cam-Clayモデルの特徴、特に P7の持つ意味が明らかになった。さらに、硬化パラメータ
に塑性せん断ひずみを取り入れ、修正 Cam-Clayモデルで軟化を表現できるようにモデルを拡張した。この
モデルによれば、正規圧密粘土のせん断挙動をより現実に近い形で表わすことができる。
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